Zwei Abituraufgaben aus einem Grundkurs Stochastik

von Ditmar Kiel, Immanuel-Kant-Gym​nasium Bad Oeynhausen

Im folgenden sind zwei Abituraufgaben zur Stochas​tik aufgeführt. Sie basieren auf einem ein Halbjahr andauernden Stochastikkurs, der sich an den beiden unten aufgeführten Lehrwerken orien​tiert. Da die SchülerInnen am Ende des Halbjahres anspruchs​volle Aufgaben aus dem Bereich des Testens von Hypothesen (Alternativtest, einseitiger Signifikanz​test)  lösen können sollten, sind andere grund​legende Begriffe (z.B. Erwartungswert, Vari​anz,  Zufallsvariable) nur sehr oberflächlich behan​delt worden.

Aus meiner Sicht hat sich das Konzept im Großen und Ganzen bewährt. Probleme traten in der Abiturprüfung in erster Linie nicht beim Verständ​nis der Aufgabenstellung auf, sondern im Umgang mit der Tabelle zur Gaußschen Summen​funktion. Durch den Einsatz des Computers im Unterricht mit der Möglichkeit, auf die Binomial​verteilung für unterschiedlichste Stichprobenum​fänge zugreifen zu können, kann im Grundkurs wohl auf die Gauß​funktion in Zukunft verzichtet werden. 

Erste Abituraufgabe Stochastik

Ein großes Reisebüro aus Bielefeld hat für die zweiwöchigen Herbstferien in NRW  ein Hotel mit 90 Betten in der Toskana fest reserviert, was be​deutet, dass das Reisebüro in jedem Fall für die 90 Hotelbetten zahlen muss, egal, wie viele Touri​sten tatsächlich eine Reise in der Toskana buchen. 

Nach Angaben des Geschäftsführers des Reisebüros werden ca. 10 % der gebuchten Reisen von den Kunden wieder abgesagt. Da die Reiserücktrittsver​sicherungen nur in seltenen Fällen zahlen und die Kunden nicht mit Kosten für abgesagte Reisen ver​ärgert werden sollen, verfährt  der Geschäftsführer nach dem Overbooking-Prinzip: Das bedeutet, dass das Reisebüro für die Herbstferien nicht nur 90 Betten an seine Kunden weiter vermietet, sondern 100, damit auch nach Absagen durch die Kunden das Hotel möglichst voll belegt ist. Tatsächlich hat das Reisebüro bis August 2001 die gesamten 100 Plätze verkauft.

Aufgaben:

A) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass die gebuchten Hotelbetten nicht ausreichen?

B) Mit welcher Wahrscheinlichkeit muß der Ge​schäftsführer damit rechnen, dass mehr als 4 Betten im Hotel in den Herbstferien nicht belegt sind? 

C) Begründen Sie, warum die Binomialverteilung die in den Aufgaben A) und B) zugrunde​lie​gende Wahrscheinlichkeitsverteilung ist!

Das oben geschilderte Prinzip des Overbookings führt in dem Fall, dass die Hotelbetten nicht aus​reichen, natürlich zu Ärger mit den Kunden, da diese in einem anderen als dem versprochenen Ho​tel untergebracht werden müssen. Im Gegensatz zum Geschäftsführer, der ohne direkten Kunden​kontakt arbeitet, bekommen seine Angestellten die Verärgerung der Kundschaft voll  zu spüren. Sie gewinnen den Eindruck, dass die Wahrscheinlich​keit von mindestens 10%, dass eine Reise abgesagt wird, vom Geschäftsführer zu hoch angesetzt ist. Sie sind der Meinung, dass die Wahrscheinlichkeit auf jeden Fall unter 10 % liegt. Diese Behauptung wollen die Angestellten mit Hilfe einer Unter​su​chung testen. Sie stellen daher bei 500 zufällig aus​gesuchten Buchungen der letzten Jahre die An​zahl der Absagen fest. Die Angestellten wollen  den Geschäftsführer aber nur dann von ihrer Unter​su​chung unterrichten, wenn sie sich sehr sicher sein können, dass ihre Behauptung zutrifft. Unterstützen Sie die Angestellten bei der Konstruktion des Tests:

D) Welche beiden Fehler können in der Unter​suchung auftreten? Welcher ist aufgrund der be​schriebenen Umstände der schwerwiegendere? Formulieren Sie die Nullhypothese!

E) Begründen Sie kurz, warum Sie in diesem Test die Näherungsformel von de Moivre anwenden können!

F) Bestimmen Sie eine Entscheidungsregel, so dass der aus Sicht der Angestellten schwer​wie​gendere Fehler nicht größer als 5 % ist! 

G) Wie wirkt sich  eine Erhöhung des Stich​pro​benumfangs auf 5000 auf die Untersuchung aus? Bestimmen Sie auch für diesen Fall die Entscheidungsregel!

H) Tatsächlich ergeben sich 32 Absagen bei 500 untersuchten Buchungen. Welcher Schluss ist daraus zu ziehen? Mit welcher Irrtumswahr​scheinlichkeit kann man sogar behaupten, dass die Absagewahrscheinlichkeit auch unter 7 % liegt?

I) Schreiben Sie einen kurzen Brief an den Ge​schäftsführer, in dem Sie allgemeinver​ständ​lich die  Ergebnisse des Tests mit den verbun​denen Risiken schildern!

Zweite Abituraufgabe Stochastik 

Allergische Krankheiten nehmen in Deutschland weiter zu 

Unter der obigen Überschrift meldete das Robert-Koch-Institut in Berlin im März 2000 folgende Zahlen:

„Fast 10 Millionen Bundesbürger im Alter von 18 bis 80 Jahren haben oder hatten schon einmal einen allergischen Schnupfen (Heuschnupfen). Von Bron​chialasthma sind mindestens 6% (ca. 3,5 Mil​lionen) aller erwachsenen Männer und Frauen in Deutsch​land betroffen. Die Häufigkeit von Nahrungs​mittelallergien beträgt ebenfalls rund 6% und an Neurodermitis waren oder sind etwa 3% aller 18- bis 80-Jährigen erkrankt. Die genannten allergischen Krankheiten sind in den alten Bundes​ländern weiter verbreitet als in den neuen Bundes​ländern.“

Aufgaben:
A) In Bad Oeynhausen leben ca. 35.000 Er​wach​sene zwischen 18 und 80 Jahren. Mit wie vielen Bronchialasthmakranken muss man rech​nen? Wie viele leiden von ihnen an Neuroder​mitis?

Sie sind erstaunt über die Aussage, dass die neuen Bundesländer von Bronchialasthma weniger betrof​fen sind als die alten, obwohl die Belastungen durch Umweltgifte zur Zeit der DDR deutlich höher waren als in den alten Bundesländern. Deshalb beschließen Sie, mit einer eigenen Untersuchung an 1500 Er​wach​senen, die in den neuen Bundesländern leben, die Aussage zu überprüfen und festzustellen, wie viele von ihnen bronchialasthma-krank sind. Sie  sind nur dann bereit, die geringere Belastung in den neuen Bundesländern zu akzeptieren, wenn die Aus​sage durch die Untersuchung sehr sicher belegt werden kann. 

B) Beschreiben Sie, nach welchen Kriterien Sie die 1500 Untersuchungspersonen auswählen wür​den! Begründen Sie kurz!

C) Begründen Sie, warum Sie die Untersuchung mit Hilfe der Binomialverteilung auswerten können! Warum ist dabei die Näherung von de Moivre anwendbar?

D) Beschreiben Sie den Fehler 1.Art und den Feh​ler 2.Art, die bei dieser Untersuchung auftreten können und notieren Sie die Nullhypothese!

E) Legen Sie eine Entscheidungsregel fest, so dass die Irrtumswahrscheinlichkeit unter 3 % liegt!

F) Von den 1500 Untersuchungspersonen leiden 64 an Bronchialasthma. Welchen Schluss zie​hen Sie aus dem Untersuchungsergebnis?

G) In einer weiteren Befragung derselben 1500 Personen geben 80 Personen an, an Nahrungs​mittelallergien  zu leiden. Interpretieren Sie die​ses Ergebnis!

Die Lösungen befinden sich auf der nächsten Seite.

LÖSUNGEN

Lösungen zur Aufgabe I
A) 
Die zugrunde liegende Wahrscheinlich​keitsverteilung ist die Binomialverteilung. Es handelt sich im Urnenmodell um ein Ziehen mit Zurücklegen (n = 100) bei einer Absagewahrscheinlichkeit von p = 0,1. Die Zufallsvariable X bezeichnet die Anzahl der Absagen bei 100 Reservierungen. Die Ho​telbetten reichen nicht aus, wenn weniger als 10 Kunden absagen:

P(X( 9) = 45,13  %  Mit einer Wahrschein​lichkeit von rund 45 % reichen die Hotel​betten nicht aus.

B)
Im Hotel sind mehr als 4 Betten frei, falls mehr als 14 Gäste absagen:


P(X > 14) = 1 - P(X ( 14) = 7,26 %


Mit einer Wahrscheinlichkeit von rund 7 % sind mehr als 4 Betten im Hotel nicht be​legt. 

C)
Die in der Aufgabe skizzierte Fragestellung läßt sich mit Hilfe einer mit Kugeln gefüll​ten Urne simulieren. Von den Kugeln sind 10 % beispielsweise gelb, alle anderen sind weiß. Es wird vorausgesetzt, dass die Ab​sage eines Kunden keinen Einfluss auf die Absagewahrscheinlichkeit eines anderen Kunden besitzt. Im Urnenmodell bedeutet das, dass sich das Verhältnis zwischen den gelben und weißen Kugeln nicht ändert; es ist also ein Ziehen mit Zurücklegen, wel​ches durch die Binomialverteilung be​schrieben wird. 

D)
Fehler 1.Art: 
Der Test ergibt, dass die Absagewahrscheinlichkeit unter 10 % liegt, in der Realität   liegt sie jedoch bei minde​stens 10 %.

Fehler 2.Art: 
Aufgrund des Tests ent​scheidet man sich für eine Absagewahr​scheinlichkeit von mindestens 10 %, in Wirklichkeit liegt sie jedoch darunter. 

Aufgrund  der Aussage im Aufgabentext: „Die Angestellten wollen den Geschäfts​füh​rer aber nur dann von ihrer Unter​suchung unterrichten, wenn sie sich sehr sicher sein können, dass ihre Behauptung zutrifft.“ muss der erste beschriebene  Feh​ler mög​lichst klein gehalten werden, darum Fehler 1. Art oder (.

Der schwerwiegendere Fehler bezeichnet die irrtümliche Verwerfung einer in Wirk​lichkeit wahren Nullhypothese, für die sich daher ergibt:  

H0​​: p ( 0,1 oder: Die Absagewahr​scheinlichkeit liegt bei mindestens 10%.

E)
Die Näherungsformel ist anwendbar, falls  
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ist. Hier ergibt sich ein Wert von 45.

F)
Man verwirft Ho, falls X ( k ist. Deshalb ergibt sich bei einer Irrtumswahrscheinlich​keit von 5 % folgende Ungleichung für den Fehler 1.Art:
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Das ergibt für x = -1,645. Das führt mit dem Zusammenhang: 
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durch Umformen nach k und Abrunden auf eine natürliche Zahl zu einer Grenze von 38.


Falls weniger als 39 Reisen von den 500 untersuchten Reisen storniert werden, liegt die Absagewahrscheinlichkeit tatsächlich unter 10%, allerdings mit einer Irrtums​wahrscheinlichkeit von 5 %. 

G)
Es gilt allgemein, dass eine Erhöhung des Stichprobenumfangs die Genauigkeit der Untersuchung erhöht. Das bedeutet, dass die Grenzen weniger extrem gezogen wer​den können. Das bedeutet, dass hier die Grenze über 380 liegt.


Durch analoge Berechnung ergibt sich für k = 464.

H)
Aufgrund des Untersuchungsergebnisses liegt die Absagewahrscheinlichkeit unter 10%, weil 32 ( 38 ist.


Überlegungen für H0: p( 0,07: 
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Die Irrtumswahrscheinlichkeit liegt hier bei rund 33%

I)
Brief an den Geschäftsführer:

Aufgrund der vielen Kundenbeschwerden in der letzten Zeit bezüglich unseres Over​booking-Verfahrens haben wir Angestellten die Wahrscheinlichkeit für die Stornierung einer Reise untersucht. Uns erschien die von Ihnen angesetzte Häufigkeit von 10% zu hoch. Deshalb haben wir 500 zufällig aus​gesuchte Reisen der letzten Jahre untersucht und haben dabei 32 Stornierungen gefun​den. Schon bei 38 Stornierungen liegt die Absagewahrscheinlichkeit zu 95% unter 10%.
Wir können zusätzlich sagen, dass zu 67 % die Absagewahrscheinlichkeit sogar unter 7% liegt. Überlegen Sie selbst, wie Sie diese Resultate zum Wohl des Unterneh​mens berücksichtigen können! 

Bezüge zu den konkreten unterricht​lichen Voraussetzungen: 

Wie aus der Einleitung hervorgeht war das Testen von Hypothesen zentraler Bestandteil des halbjähr​lichen Stochastik-Kurses in 13 / I. Die SchülerInnen haben dabei das Testen von Hypothesen in ver​schiedenen Anwendungssituationen kennengelernt (gezinkte Würfel, Qualitätskontrollen, Wirksamkeit von Medikamenten, Wahlprognosen, Planung und Durchführung einer eigenen Untersuchung). Die hier beschriebene Anwendungssituation ist den SchülerInnen nicht geläufig, die prinzipielle Vor​gehensweise ist jedoch geübt. 

Die Aufgabenteile A und B  bedeuten für die Schü​lerInnen das routinemäßige Arbeit mit den Wahr​scheinlichkeitstabellen, obwohl Stichpro​benumfang und die Grenzen für die Zufallsvariable nicht un​mittelbar erkennbar sind. Diese Teile sind deshalb im wesentlichen dem Anforderungsbereich I zuzu​ordnen.

Die Begründung der zugrundeliegenden Wahr​scheinlichkeit ist den Schülern im Zusammenhang mit der Abgrenzung zwischen hypergeometrischer und Binomialverteilung bekannt. Es setzt jedoch das Verständnis des Modells für die Binomialverteilung voraus; die sprachliche Beschreibung ist nicht tri​vial; C wird deshalb dem Anforderungsbereich II zugeordnet. 

Die Aufgabenteile D und F liegen aufgrund des unbekannten Zusammenhangs aus der Touristik​branche in Bereich II; l E ist routinemäßiges Arbei​ten aus dem Bereich I. Die Auswirkung der Er​hö​hung des Stichprobenumfangs (G) ist im Unter​richt besprochen worden; die Berechnung der neuen Grenze ist Routine, die sprachliche Interpretation nicht. 

Aufgabenteil  H  entstammt dem Anforderungs​bereich III: Der Aufgabentyp ist im Unterricht nicht geübt worden; es erfordert von den SchülerInnen die Fähigkeit, in kurzer Zeit die komplexe Situation zu überblicken und das entwickelte Modell zu mo​difizieren. 

Die Zusammenfassung der Ergebnisse in Briefform soll Zeigen, inwieweit den SchülerInnen der Rück​transfer vom Modell in die Anwendungssituation gelingt. Diese Form der Darstellung ist den Schü​lerInnen bekannt und ist deshalb dem Bereich II zuzuordnen. 

Lösungen zur Aufgabe II

A) 
1. Lösungsmöglichkeit: n =35.000; p = 0,06 
E(X) = n.p = 35.000 . 0,06 = 2100

2. Lösungsmöglichkeit: 6% von 35.000  Personen sind  2100 Personen

Es ist in Bad Oeynhausen mit 2100 Asth​makranken und mit 1050 Leuten, die an Neurodermitis erkrankt sind, zu rechnen.

B) 
Kriterien: 

· Auswahl der Leute aus verschiedenen Regionen der neuen Bundesländer

· Möglichst nur eine Testperson aus einer Familie

· Verteilung der Befragten über das ge​samte untersuchte Altersspektrum

· ...

C) 
Im Urnenmodell betrachtet bedeutet das Befragen von Leuten nach einer bestimmten Krankheit das Ziehen von Kugeln ohne sie zurückzulegen, da keine Testperson zwei​mal befragt wird. Somit ist die hypergeo​metrische Verteilung die hier zugrundelie​gende Verteilung. Da die Stichprobe von 1500 Befragten klein ist gegen die Bevöl​kerung der neuen Bundesländer, wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung durch das Ausschließen der Doppeltbefragung einer Person (im Urnenmodell das Zurücklegen der Kugel) nicht wirklich verändert. Des​halb führt die Anwendung der Binomial​verteilung zu keiner Verfälschung des Er​gebnisses. 


Da 
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ist, kann die Näherungsformel von de Moivre angewandt werden.

D) 
Fehler 1.Art: 
Es kann passieren, dass die Untersuchung ergibt, dass in den neuen  Bundesländern die Krankheitsbelastung unter 6% liegt, in der Realität aber eine Belastung von über 6 % vorherrscht. Das ist der Fehler, der aufgrund der Aufgabenstel​lung möglichst gering gehalten werden soll; darum ist es der Fehler 1.Art.

Fehler 2.Art:
Die Untersuchung kann eine Belastung von über 6 %  ergeben, in Wirklichkeit liegt sie jedoch in den neuen Ländern darunter

Der schwerwiegendere Fehler bezeichnet die irrtümliche Verwerfung einer in Wirk​lichkeit wahren Nullhypothese, für die sich daher ergibt:  

H0​​: p ( 0,06 
oder: Die Häufigkeit von Asthma liegt in den neuen Bundesländern mindestens bei 6 %.

E)
Entscheidungsregel: Man verwirft Ho, falls X ( k ist, wobei X die Anzahl der Asthma​kranken in der Stichprobe bedeutet.
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Aus der Tabelle liest man für x = -1,88 ab. Damit ergibt sich für k der Wert 72.


Man verwirft also Ho, falls X ( 72 ist. Falls also weniger als 73 von den 1500 Befragten asthmakrank sind, liegt die Wahrscheinlich​keit, in den neuen Bundesländern asthma​krank zu sein, zu 97 % tatsächlich unter 6 %.

F) 
In den neuen Bundesländern liegt also die Wahrscheinlichkeit, an Asthma zu erkran​ken, tatsächlich unter 6 %. 

G) 
Es kann nicht mit einer Irrtumswahrschein​lichkeit von 3% behauptet werden, dass Nahrungsmittelallergien in den neuen Bun​desländern seltener als in den alten Bun​desländern vorkommen. Da die Anzahl der Allergiker mit 80 aber deutlich unter dem Erwartungswert 90 der Betroffenen liegt, kann mit einer erhöhten Irrtumswahrschein​lichkeit trotzdem behauptet werden, dass in den neuen Bundesländern Nahrungs​mit​telallergien seltener vorkommen. 
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Das heißt, dass auch der Anteil der Aller​giker in den neuen Bundesländern unter 6 % liegt, wenn auch mit einer Irrtumswahr​scheinlichkeit von 15 %.

Bezüge zu den konkreten unterricht​lichen Voraussetzungen:

Auch hier ist die konkrete Anwendungssituation im Bereich Testen von Hypothesen den SchülerInnen nicht bekannt. 

Aufgabenteil A ist elementar lösbar und gehört damit dem Anforderungsbereich I an. Die Kriterien für die Auswahl von  Stichproben  aus einer Ge​samtmenge ist im Unterricht thematisiert worden; durch die Übertragung auf einen neuen Zusammen​hang ist liegt das Niveau zwischen Anforderungs​bereich I und II. 

In Aufgabenteil C wird das Verständnis der Unter​scheidung der hypergeometrischen und der Bino​mialverteilung benötigt, ebenso auch der Übergang der hypergeometrischen Verteilung in die Bino​mialverteilung bei kleinen Stichproben aus großen Grundmengen. Die Unterscheidung der beiden Verteilungen wie auch ihre Berührungspunkte sind im Unterricht behandelt worden, deshalb scheint die Einordnung in den Anforderungsbereich II als an​gemessen. 

Das Formulieren der Fehler und das Aufstellen von Hypothesen und Entscheidungsregeln war Bestand​teil des Unterrichts. Da die Anwendungssituation unbekannt ist, liegen auch hier die Anforderungen im Bereich II. 

Aufgrund der deutlich freieren, den SchülerInnen in dieser Form unbekannten Aufgabenstellung in G und des Wechsels in eine andere Anwendungssitua​tion scheint mir die Aufgabenstellung so komplex, das eine Einordnung in den Bereich III angezeigt ist. 

+++ www.abi04lengerich.de.vu +++
_1040838235.unknown

_1055774237.unknown

_1055774294.unknown

_1055774323.unknown

_1055774260.unknown

_1041254271.unknown

_1040838473.unknown

_1040829756.unknown

